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Berechnung der mittleren Lorentz-Feldstirke b x 3 fiir ein elektrisch leitendes Medium
in turbulenter, durch Coriolis-Krifte beeinflufiter Bewegung
M. SteenBEck, F.Krause und K.-H. RApLER
Institut fiir Magnetohydrodynamik Jena der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin

(Z. Naturforschg. 21 a, 369—376 [1966] ; eingegangen am 11. November 1965)

A turbulent, electrically conducting fluid containing a magnetic field with non-vanishing mean-
value is investigated. The magnetic field strength and the conductivity may be so small that the
turbulence is not influenced by the action of the Lorentz force.

The average of the crossproduct of velocity and magnetic field is calculated in a second approxi-
mation. It contains the averages of the products of two components of the velocity field, i.e. the
components of the correlation tensor.

Here the structure of the correlation tensor is determined for a medium with gradients of den-
sity and/or turbulence intensity, furthermore the turbulent motion is influenced by CorioLis forces.

As the main result is shown that in those turbulent velocity fields the average crossproduct of
velocity and magnetic field generally has a non-vanishing component parallel to the average mag-
netic field.

Such a turbulence may be present in rotating stars. Consequences concerning the selfexcited

build up of steller magnetic fields are discussed in a following paper.

1. Einleitung

Wir betrachten ein fluides elektrisch leitendes Me-
dium, das sich in turbulenter Bewegung befindet.
Seine mittlere Geschwindigkeit sei gleich Null. Es
enthalte ein Magnetfeld, dessen Mittelwert nicht ver-
schwindet.

Wir setzen dieses Magnetfeld als so schwach vor-
aus, daB der Einflul der Lorenrz-Kraft auf die Be-
wegung unberiicksichtigt bleiben kann. Insbesondere
muB dann die Magnetfelddiffusion hinreichend stark
sein, so daB} auch durch die Induktionswirkung der
turbulenten Bewegung keine zu hohen Magnetfelder
und Lorentz-Krafte geschaffen werden.

Unter diesen Voraussetzungen erscheint es mog-
lich, eine Elektrodynamik fiir die Mittelwerte * der
fluktuierenden FeldgroBen aufzubauen. Es seien B
und § magnetische Feldstirke und KraftfluBdichte,
€ die elektrische Feldstirke, i die elektrische Strom-
dichte und b die Geschwindigkeit des Mediums, fer-
ner u seine Permeabilitit und o seine Leitfahigkeit.
Da die MaxweLL-Gleichungen lineare Verkniipfun-
gen dieser GroBen darstellen, gelten sie auch fiir
ihre Mittelwerte, also

rot@=—§§, rot,—§:)={, divB8=0. (1)

* Mittelwertbildungen sind stets im Sinne eines statisti-
schen Mittels zu verstehen.

1 Eine in Vorbereitung befindliche Arbeit soll zeigen, daf es
konsequenter ist, §) und i durch etwas anders gebildete Gro-
Ben zu ersetzen und auch eine neue Permeabilitét zu erkla-
ren. Fiir das Ziel der vorliegenden Arbeit ist dies aber be-
langlos.

Die Materialgleichungen enthalten aber einen nicht-
linearen Term. Es gilt

B=uH, i=0(C+vxDB). 2)

Im allgemeinen ist ' xBF0xB. Es ist also zu
erwarten, dal in turbulenten Medien fiir die mitt-
leren FeldgroBen an Stelle des Onmschen Gesetzes
eine andere Verkniipfung auftritt.

Im einfachsten Falle andert sich der Wert von o 1.
Diese Vorstellung stimmt damit iiberein, dall ge-
wisse astrophysikalische Beobachtungen nur dann er-
klart werden kénnen, wenn die magnetische Diffusi-
vitdt 1/(u 0) im turbulenten Medium erheblich gré-
Ber angesetzt wird, als sie sich fiir ein ruhendes Me-
dium ergibt 2.

Die Berechnung des Mittelwertes von §) fiihren
wir in der folgenden Weise durch: Wir setzen

H$=9+¢ (3)

und berechnen §’ im Sinne einer Storungsrechnung
fiir kleine | b | aus der Gleichung

L ﬂ_la. A% =rot(hx §) . (4)

2 W.M.Evsasser, Rev. Mod. Phys. 28, 28 [1956]. — M. Steen-
BECK, Beitr, Plasmaphys. 1, 153 [1960/61]; Monatsber.
Dtsch. Akad. Wiss. Berlin 5, 625 [1963]. — H. W. Bascock,
Astrophys. J. 133, 572 [1961]. — F. Krause, Stellar and
Solar Magnetic Felds, ed. R. Liist, North Holland Publish-
ing Co., Amsterdam 1965, p. 426.
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Es ergibt sich
H{ (2,1) = (0 0jm — Oim 07)
t

o @) Bat )
& zj
0
T(x—2',t—1¢) dx’dr,
wobei I" die Funktion

uo \ uo
I'(z,t) = (4:”) exp {— '4[%1251}
und dx’ das Volumenelement bedeuten. Wenn bei
einem Integral keine Grenzen angegeben sind, soll
die Integration stets iiber den ganzen Raum erstreckt
werden. Wie iiblich bezeichnet d;; den Einheitsten-
sor; iiber doppelt auftretende Indizes ist zu sum-
mieren.
In dieser Naherung finden wir

(0x9)i= (WxO)i=¢ikvi(x,t) Hy (z,1)
= (&ijt Onm — Eijm On)

t
([ o GG 0@ 0 Ha@', 1)
b n

T'(x—2,t—1t) dx’dt;

¢ bezeichnet den vollstindig antisymmetrischen
Tensor dritter Stufe mit &,3=1 fiir ein Rechts-
system.

Unter dem Integral erscheint der Korrelations-
tensor

le (x’ x” t, t,) =7v; (17, t) ’U[(T,, t,) . (5)
Wir schreiben also

(0xD)i= (€iji Onm — Eijm Ont)

t
: [J i, (le(:l,‘, x,a t t,) i[_m (x,s t’))
§ Qzn
T'(z—2,t—1¢) dx’d (6)

und sehen, daf} die ,,Materialeigenschaften® des tur-
bulenten Mediums durch die Struktur des Korrela-
tionstensors (5) festgelegt werden.

Im einfachsten Falle einer homogenen isotropen
Turbulenz zeigt sich auf diesem Wege tatsachlich
eine Erhohung des magnetischen Diffusionskoeffi-
zienten. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Unter-
suchungen erfolgt in einer spateren Arbeit!.

Im Hinblick auf besonders interessante Aspekte
beziiglich der Entstehung des irdischen und der stel-
laren Magnetfelder soll hier eine andere Form der
Turbulenz behandelt werden. Es sei ein Gradient
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der Turbulenzintensitdt und (oder) ein barometri-
scher Druckgradient vorhanden; ferner unterliege
die turbulente Bewegung Corrovris-Kréften.

Fiir dieses Turbulenzfeld benutzen wir einen An-
satz, der durch Integration der vereinfachten Navier—
StokEesschen Gleichung gewonnen wird.

Als wesentlichstes Ergebnis erscheint dann eine
nichtverschwindende Komponente von

DXB=ubxH

in Richtung von 9, nach der zweiten Gl. (2) also
eine Komponente von i in Richtung von £ .

Um die Bedeutung dessen herauszustellen, be-
trachten wir das in Abb. 1 dargestellte, stark ideali-
sierte Modell. In den beiden Ringen sollen die ge-
schilderten Verhaltnisse herrschen. Der Einfachheit
halber wird ihre Umgebung als elektrisch und ma-

Abb. 1. Modell zur Veranschaulichung der Selbsterregung
elektromagnetischer Felder infolge Turbulenz.

gnetisch schwach leitend angenommen. Wir gehen
von einem Strom i, im Ring (I) aus, der von einem
Magnetfeld £, im Ring (II) begleitet wird. Letate-
res zieht dort den Strom i; und dieser wieder das
Feld §; im Ring (I) nach sich. §; bedingt den
Strom i, , der den urspriinglichen i, verstirkt. Diese
Feststellung ist unabhingig davon, ob §, und i,
sowie §); und i, parallel (wie in der Figur) oder
antiparallel sind.

Auf diese Weise wird es moglich, dal Strome
und Magnetfelder trotz Oumscher Verluste nicht ab-
klingen oder sogar im Laufe der Zeit verstiarkt wer-
den. Natiirlich handelt es sich dabei nicht um ein
perpetuum mobile, da die Energie fir Aufrecht-
erhaltung oder Verstirkung des elektromagnetischen
Feldes aus der turbulenten Bewegung entnommen
wird. Das Anwachsen des Magnetfeldes wird schlieB-
lich durch seine Riickwirkung auf die Turbulenz be-
grenzt, die in unseren Betrachtungen unberiicksich-
tigt bleibt.
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Es liegt nahe, diese Erkenntnis fiir die Erklarung
des irdischen und der stellaren Magnetfelder heran-
zuziehen. Dariiber soll in einer anschliefenden Ar-
beit berichtet werden.

2. Beschreibung des Turbulenzfeldes

Wir stellen uns vor, dafl das fluide Medium im
Mittel mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um
eine feste Achse rotiert und beziehen uns auf ein
mitrotierendes Koordinatensystem. Fiir die in die-
sem gemessene Geschwindigkeit gilt dann, wie ein-
gangs verlangt, b =0. Im ibrigen ist ihr Verhalten
mit einer durch Coriouis- und Zentrifugalkraft er-
ganzten Navier—SrtokEesschen Gleichung

o5 +(ngrad) v) =200 x @ -1~ (@1) @)

zu beschreiben; dabei bezeichnen ¢ die Zeit, I = (z;)
den Ortsvektor, o die Dichte, R (V) die (in b linea-
ren) Reibungskrifte und g irgendwelche dufleren
Krifte, auf die wir nicht naher einzugehen brau-
chen. Neben (7) mufl die Kontinuitétsgleichung
32 Ldivon=0 (8)
gelten. Die Dichte weise im Mittel eine barometrische
Verteilung

o(z) =gy exp{ —alA1} (9)

auf, wobei a und g, Konstanten sind. A nehmen wir
als konstanten Vektor mitA2=1 an; damit verzich-
ten wir auf eine Diskussion der Effekte, die durch
die rdumlichen Anderungen des Dichtegradienten
hervorgerufen werden.

Um das wesentliche Ergebnis herauszustellen, ge-
hen wir zu vereinfachenden Voraussetzungen iiber.

In Gl. (8) vernachlassigen wir das Glied Jo/Ot.
Bezeichnet L eine fiir die rdumliche Anderung des
Geschwindigkeitsfeldes charakteristische Lange und
T eine entsprechende Zeit, so ist dies erlaubt, falls

LT < ¢ (10)
gilt; ¢, bezeichnet die Schallgeschwindigkeit. Wir

sehen also die turbulente Bewegung als zeitlich so
langsam veranderlich an, dal es nirgendwo zu gro-
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Beren Kompressionen kommt. Unter dieser Voraus-
setzung gilt

0=0=0gexp{ —al1}. (11)

Definitionsgemaf sind L und T von den spater zu
verwendenden GroBen Korrelationslange und Kor-
relationszeit jedenfalls groBenordnungsmafig nicht
verschieden. Wir werden sie daher im folgenden
auch in dieser Bedeutung verwenden.

Unser Interesse gilt der Beeinflussung der Be-
wegung durch die Rotation. Wir stellen uns vor, daf3
ohne Rotation ein turbulentes Geschwindigkeitsfeld
b, vorhanden sei und berechnen die in w lineare
Stérung b, die durch die Rotation hervorgerufen
wird. Fir b, folgt aus (7) durch Linearisierung

¢ J2% + (b, grad) by + (v, grad) Dl}

S 13 (12)
=20Dyx w —grad p; + R (v;)
und aus (8) und (11)
divob,;=0. (13)

(12) wird weiterhin dadurch vereinfacht, dal wir
auf der linken Seite die Terme (b,grad) b; und
(vy grad) by streichen. Das ist unter der Voraus-
setzung
|0y | < L/T (14)
moglich. Ferner wird die Viskositat des Mediums
so klein vorausgesetzt, dal wir von einer Beriick-
sichtigung des Reibungstermes in den uns interes-
sierenden Zeitintervallen von der Grofenordnung
der Korrelationszeit verzichten konnen. (12) redu-
ziert sich mit (11) dann auf
Qo vy
3t

(%

=20Dyx @ —gradp;. (15)
Unter by wollen wir ein Zufallsfeld verstehen, das
die Vorzugsrichtung A auf Grund des Dichtegradien-
ten und (oder) einen zu A parallelen Gradienten der
Turbulenzintensitdt besitzt. Demzufolge wird ange-
setzt

o by =ggrotrot{A exp(— (a+b) A1)}; (16

wobei I ein homogenes isotropes Zufallsfeld ist.
Ver;= |/ b® erweist sich dann als proportional zu

exp(—bAr1).

Mit dem Ansatz (16) konnen wir der Gl. (15) die Form

ot

300 _ _ 9 gy rot (@ x rot A exp{ — (a+b) AT}) —grad (p, +2 gy wrot Aexp{ — (a+b) A1})

(17)
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geben. Die linke Seite dieser Gleichung und der erste Term auf der rechten Seite sind quellenfrei. Folglich
ist der zweite Term auf der rechten Seite, der einen Gradienten darstellt, nur dann von Null verschieden,
wenn er eine im Unendlichen liegende Quelle besitzt, was wir aber ausschlieBen diirfen. Dann ergibt sich

die Gleichung

gg;?‘ = —2gyrot(w xrotAexp{ — (a+b) Ar}) (18)
¢
mit dem Integral 00;(2,2) = —2ggrot[w xrot [A(L,7) dr exp{ — (a+b) AL}]. (19)

Wir lassen die untere Grenze an dieser Stelle offen. Wir haben uns vorzustellen, dafl die Integration von
einem solchen zuriickliegenden Zeitpunkt #; an zu erfolgen hat, so dal zum Zeitpunkt ¢ noch eine gewisse
»Erinnerung® an den Zustand zur Zeit ¢; vorhanden ist. Es ist also etwa an einen um die Korrelations-
zeit zuriickliegenden Zeitpunkt, d.h. ¢;=¢t—T, zu denken.

3. Berechnung des Korrelationstensors 3

Es sei eine Bemerkung iiber die Fourier-Zerlegung eines homogenen Zufallsfeldes — fiir den Augen-
blick mit v = (w;) bezeichnet — vorangestellt.

Wegen der Homogenitédt kann 1 nicht unmittelbar durch ein Fourier-Integral dargestellt werden, wohl
aber das Feld (), das gleich 10 innerhalb eines Wiirfels ist, der von den Ebenen z;= + A begrenzt wird,
und gleich Null auferhalb. Es gilt also

wi @ (z,8) = (27) = [ ;D (h, 1) exp{i by 2} dh; (20)

dabei bezeichnen (h, hy, h3) die Koordinaten im A-Raum, dh das Volumenelement und @;(4) (h, ) das
Fourier-transformierte Feld; die Symbole z bzw. & als Argumente von Funktionen kennzeichnen die Ab-
héngigkeit von dem entsprechenden Koordinatentripel. Es ergibt sich

wi (2, 1) 0D (z+2, 0 +7)
=(2m) " ff WD (h, 1) WD (K, 1+17) exp{i(hm +hy) xm} exp{i hy' xn,} dh dh'". (21)

Fir 4— o strebt die linke Seite gegen den Korrelationstensor

Wik (x's t’) =w;j (1', t) Wk (Z ¥ xly t+ t’) s (22)
der auf Grund der vorausgesetzten Homogenitdt des Zufallsfeldes von  und ¢ unabhéngig ist. Die rechte
Seite von (21) ist aber nur genau dann von z unabhéngig, wenn

lim @, @ (h, t) @D (K, t+£) =0(h+h') (2a) Wy (k1) (23)

A—o

gilt; 6(h) bezeichnet die Diracsche d-Funktion, (27)" ist zur Normierung eingefiihrt. Damit ergibt sich
durch Integration iiber A aus (21)

W@, ) = (270) = [ Wi (k') exp{i by 2} dR'; (24)

der in (23) definierte Tensor W ;. erweist sich also als der Fourier-transformierte Korrelationstensor.

Im einfachsten Falle, nimlich dann, wenn die raumliche und die zeitliche Korrelation voneinander un-
abhéngig sind, gilt

Wi (z',8') =W () (), Wi (B, ) =W (h) f(); (25)
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir f(¢') als dimensionslos mit f(0) =1 annehmen.
3 Fir eine eingehende Erlduterung der hier verwendeten Begriffe und der Eigenschaften von Zufallsfeldern sei auf entspre-

chende Lehrbiicher verwiesen, z. B. G. K. BarcuerLor, The Theory of Homogeneous Turbulence, Cambridge University Press,
London 1956.
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Aus (16) und (19) ergibt sich fiir das Geschwindigkeitsfeld b =Y, + b,
vi(z,t) =exp{ — b2 2,3 { (8 0;m—0in 03) ((a+b)22; 4, A, (2, 2)
—(@+b) (A Am,1(2,0) +h Ay, j(2,0) + Ay, (=, 1))

¢
+20;80m [((@+0)22j 0 Ap(2,7) — (@+b) (Aj A, 1(2,7) + 43 A j(2,7)) + Ay ji(2,7) )dr};  (26)

Indizes nach einem Komma bedeuten Differentiation nach den entsprechenden Koordinaten. Eine FouriEg-
Darstellung von b, wie sie eben geschildert wurde, ist also nach Abspaltung des Faktors exp(—b4,z;)
moglich. Mit
;D (2,8) = (27) " exp{ —bl, z,} [,V (h,t) exp{i h,2,} dh, (27)
A @ (z,8) = (27) = [ 4,,D (h, t) exp{i h,z,} dh (28)
ergibt sich

N ¢~
5 (h,t) = ((a+b) Aj—ih)) ((a+b) Ai—ih) { (3 0jm—Oim61j) An'® (h,t) +2 wjem [ An™ (h,7) de}.
(29)

Verstehen wir unter @;;, (k) den Tensor, der durch eine Fourier-Transformation aus dem mit exp{2 b2, z,}

multiplizierten Korrelationstensor R;; des D-Feldes entsteht, und unter 4;; (k) denjenigen, der durch eine
Fourier-Transformation aus dem Korrelationstensor 4;;(2") des [-Feldes entsteht, so folgt aus (29) in

Verbindung mit (23), (24) und (25)
By (h) = ((a+b) X—ihy) ((a+b) h—ih) ((atb) Au+ihe)((a+B) Zptihy)
° {(61'1 6im_6im 61’!) (akn 6pq—'6kq 6pn) Amq(h) (30)

t Ao t ~
+2 wp(éil 6jm_6im 6]’1) ekan Amq (h) f(t— t) dr +2.wj(6kn 6pq_6kq 61m) Eilm fAmq(h) f(t'— I) dr }

Die Zeitintegration kann nun leicht ausgefiihrt werden. f(z) beschreibt die zeitliche Korrelation des Ge-
schwindigkeitsfeldes; f(z) geht gegen Null fiir £— o und ist nur in dem Intervall 0 < ¢ < T wesentlich
von Null verschieden.

Die Integration ist etwa von ¢t —T an zu erstrecken; da eine weitere VergroBerung des Integrationsinter-
valles am Wert des Integrales kaum etwas @ndert, kann sie auch von — o~ an erfolgen. Wir erhalten dann
mit ' =t—7

t oo

[ft—1) de= [f(z') d7’.

—00 0

Entsprechend der Definition von f ist dieses Integral groBenordnungsmiBig von T nicht verschieden. Da T
aber ohnehin nur eine GroBenordnung charakterisiert, konnen wir

ff(t) dt=T setzen. (31)

9 ist als homogenes isotropes Zufallsfeld vorausgesetzt; demzufolge hat der Tensor 4,,(h) die Form
A (h) = F (h2) 6,1+ G (h2) hy by (32)

F und G sind Funktionen, die fiir A2 =h, h,— oo verschwinden. Die GroBe des Bereiches, in dem sie
wesentlich von Null verschieden sind, ist durch die reziproke Korrelationsliange (Vh®~1/L) gegeben.

Wir vereinfachen die Ausrechnung von @, indem wir nur Glieder bis zur ersten Ordnung in @ und b
beriicksichtigen. Das bedeutet, dal a@ und b klein sind im Vergleich zu 1/L. Aus (30) folgt mit (31),
(32) und ¢;=2T w;

Dii(h) =F(h?) [h2(h?8ix — hihy) —i(a+b) {h?(hilx—hihi) +2(ajh;) (hi exam 2y hm — i €im 41 hn)
+2 (2((1,' h]) (ll hl) - (aj }»]) h2) Eikm hm— 2 h? (aj h]) Eikm lm}] . (33)
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Der mit G behaftete Anteil tritt in dieser Naherung nicht in Erscheinung. Fiir das mittlere Geschwindig-
keitsquadrat gilt

v =v;(x, 1) v;(z, 1) =Rii= exp{ —2bi,z,} (2a)~" [ D;(h) dh.
Aus (33) ergibt sich

Feexpl{—2bi,z) (27)~" [2F(h?) hidh— -

V2=

4. Berechnung der mittleren Lorentz-Feldstarke

exp{ —2b2,z,} [F(h?) h®dh. (34)
0

Wir losen hier nicht die in der Einleitung angegebene vollstandige Gl. (4). sondern beschrinken uns
auf ein Medium mit so kleiner Leitfahigkeit, dal wir die elektromagnetischen Feldgroflen als stationdr an-
sehen konnen. Es sei also

nol?2<LT; (35)
damit reduziert sich (4) auf A9 = —parot(h x .55) : (36)
\3 sei im folgenden homogen vorausgesetzt; dann erhalten wir aus (36)
AH{ = — 6 (838 — 01 05t) Huvy, . (37)
Wir definieren entsprechend unserem Vorgehen im vorangehenden Abschnitt ein Feld H;'Y) und setzen
H/ (2,8) = (27) " exp{ —b i, 2,} [ H/@ (h, 1) exp{i by 2,,} dh. (38)
In (37) ersetzen wir H; durch H;¥, v; durch v,9), benutzen (27) und (38) und erhalten
H/@ (h,1) = wo(dy Ojm— Oim Oj2) Hy . ba i 3,4 (h, 1) . (39)

b>—2ib Aphp—h?
Wir bilden zunéchst den Mittelwert des Kreuzproduktes von ;) und H;D; es gilt nach (27), (38) und
(39)
Eiqn VgV (2, t) Hy D (2,t) =po(2a) " exp{ —2 b 2,2} (¢igs Ojm — Eigm Oj1) H,

(o bAi—ihi 5D 5 D (F : ’ ’
”bz_zl-bz,,hp_hz 5 (b, 0) 0, (W, 1) exp{i(h,+h,) z,) dh dh’.

JoJ

Nach Ausfitlhrung des Grenziiberganges 4 — o wird bei Beriicksichtigung von (23) die Integration nach
h" moglich. Es ergibt sich
€igr Vg (2, 1) Hy(x, 1) i

— 1o (2a) " exp{ —2 b A, 2,} (8ig2 Ojm — Eign Oj2) Hyu J *I;i_;;}'gf;;i%_hg Dy (h) dh. (40)

Die Auswertung erfolgt wiederum nur bis zu linearen Gliedern in @ und b.
Es folgt fiir den Integranden

b ij—ihj _ - hj 1.1 (_s. hjhp
ot Digh) =i 1 Bg(W) +by 2’( Sip+2 i )dnq(h).

Aus (33) ergibt sich

eiqt Dig(h) = —2i(a+b) F(h?) [h? eqq hyhg— 2 (ar hy) (4 hy) hi +2(ax2y) A2 hi] (41)
hy Dy, (h) = i(a+b) h2F(h?) [(hi4) hg—Rh*4,], (42)
3Dy (h) = b2 F(h2) [h2 g — (ahy) hy) +i(a+b)[...]. (43)

Damit erhalten wir als lineare Néherung in ¢ und b
b li—ihi
(€ig1 Ojm — Eigm ;1) J E_T;h;’l;f”;;‘:h? Dy, (h) dh
=1 f (h]/hg) Eiql (D[q dh = 8,'qu (hl dslq/h2) dh+ b Eigm f (/l qu/h2) dh
= 2(a+b) [ (hn/h?) F(h?) [h? euq drhq— 2 (ax ki) (4; ;) hi +2(ay Ax) h* ;] dh
+ (a+b) &ign [ F(h?) [(hiA) hq—h2 3] dh+b iy [ F(R?) [R2 2 — (4 ) hy) dh.
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Durch Einfiihrung von Polarkoordinaten im h-Raum und Beriicksichtigung von

fh By dQ =4 (44),

'Z(S]]\,

m{ hihyhyhy, dQ = 35 (3% Opm + 01 O + O O1d)

(45)

wobei EK die Einheitskugel und df2 ihr Flachenelement bezeichnen, ergibt sich
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(46) ist in (40) einzusetzen. In symbolischer Schreibweise lautet das Ergebnis
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Mittels (34) wurde das mittlere Geschwindigkeits-
quadrat eingefiihrt. y ist ein dimensionsloser Faktor
von der Groflenordnung 1 definiert durch

L2 yof F(h2) k% dh =0f°F(h2) htdh. (48)
Aus (34) folgt
grad (log /2%) = —b A, (49)
und mit (11)
grad (log 0 J/o?) = — (a+b) A. (50)

5. Veranschaulichung der Ergebnisse
und Bemerkungen

1. Als wesentliches Ergebnis ist aus der Formel
(47) zu entnehmen, dafl der Mittelwert des Pro-
duktes b x § eine im allgemeinen nicht verschwin-
dende Komponente parallel zum mittleren Magnet-
feld besitzt. Die Bedeutung dessen wurde in der
Einleitung herausgestellt. Wir veranschaulichen nun
dieses Ergebnis an einem einfachen Modell.

Abb. 2. Korrelierte Bewegungen
bei Anwesenheit von Dichtegra-
dient und Corroris-Kriften.
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Der Abb. 2 liegt die Vorstellung eines Mediums
mit nach oben abnehmendem Druck zugrunde; fer-
ner sei eine nicht verschwindende vertikale Kompo-
nente der Winkelgeschwindigkeit vorhanden. Wir
betrachten ein Materievolumen, das gerade aufsteigt.
Es gerit in Gebiete niedrigeren Druckes und dehnt
sich aus. Es treten also Geschwindigkeiten senkrecht
zur Rotation und damit Wirkungen von CorIoLis-
Kriften auf. Genau wie in einem meteorologischen
Hoch fiihrt dies zu einer Zirkulationsstromung. Es
besteht also eine Korrelation zwischen der Vertikal-
geschwindigkeit und der Zirkulation; beide &ndern
nur gemeinsam ihr Vorzeichen, da ein absinkendes
Volumen komprimiert wird. Es ist also in diesem
Turbulenzfeld ein Schraubensinn vor dem anderen
ausgezeichnet.

In Abb. 3 ist die Vertikalgeschwindigkeit mit der
dazugehorigen Zirkulation nochmals gezeichnet.
Denken wir uns ein (homogenes) Magnetfeld in die
Zeichenebene hineingerichtet. Die zirkulare Stro-
mung gibt dann mit diesem Magnetfeld eine Lo-
rENTZ-Feldstirke, wie sie die kurzen dicken Pfeile
andeuten. Das durch die so entstehenden Wirbel-
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Abb. 3. Induktionswirkung der

“ in Abb. 2 dargestellten Be-
wegung.
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strome verursachte Magnetfeld weist in der Zeichen-
ebene von links nach rechts. Dieses Feld §’ erzeugt
mit der vertikalen Stromung die in die Zeichenebene
hineinweisende Lorentz-Feldstirke, die nun parallel
zum Ausgangsfeld ist.

Es sei bemerkt, daB das von Parxer ¢ beschrie-
bene Verhalten eines Magnetfeldschlauches in einem
wie oben bewegten Plasma denselben Sachverhalt
veranschaulicht.

2. In den ersten Summanden von (47) geht nur
der Gradient der Turbulenzintensitit ein. Eine ein-
fache Uberlegung zeigt, daB dieser Term die Ten-
denz widerspiegelt, Strome zu erzeugen, die die zu
grad (log ]/72) senkrechte Komponente des mittleren
Magnetfeldes verstarken.

Letzten Endes bedeutet dies, dall ein begrenztes
Volumen, in dem das Medium in turbulenter Bewe-
gung ist, ein diamagnetisches Verhalten zeigt. Es sei
wiederum auf eine in Vorbereitung befindliche Ar-
beit verwiesen 1.

3. Die Berechnungen werden in dieser Arbeit un-
ter verschiedenen einschrankenden Bedingungen
durchgefiihrt. Diese Bedingungen teilen wir in zwei
Gruppen auf: In der ersten Gruppe erfassen wir
solche, die fiir unser Vorgehen charakteristisch sind;
in der zweiten solche, die hier in dieser Darstellung
zur Vereinfachung der Rechnungen eingefiihrt wer-
den, die aber prinzipiell bei grolerem Aufwand ver-
meidbar sind.

MITTLERE LORENTZ-FELDSTARKE IN EINEM TURBULENTEN MEDIUM

Die Forderung der Kleinheit des Magnetfeldes,
die zur Vernachlassigung des Termes i x ¥ in der
Navier—Srokesschen Gleichung fiihrt, ist als wesent-
lich anzusehen. Ein Vergleich mit der Corioris-Kraft
fithrt zu der Bedingung

w(H?/2) <owL]?. (51)
Sie ist durch die weitere Bedingung
po|PL<1 (52)

zu erginzen, welche zum Ausdruck bringt, dafl die
Diffusion ein zu starkes Anwachsen des Magnetfel-
des durch Induktionswirkung aus der turbulenten
Bewegung verhindert.

Alle iibrigen Bedingungen sind zur zweiten Gruppe
zu rechnen. Es sei hier insbesondere noch ein Wort
zu den vernachlassigten Gliedern in der Navier—
SrokEesschen Gleichung gesagt: Fiir die Struktur des
Korrelationstensors sind ausschlieflich Terme maf-
gebend, die Vorzugsrichtungen liefern. Die von sich
aus isotropen Bildungen

(vgrad) v, 4Av und grad(divD)

konnen aber hochstens die im b-Feld schon vorhan-
dene Vorzugsrichtung Anoch einmal ins Spiel brin-
gen. Letzteres gilt auch fiir den Term Jg/dt. Also
konnen sich die entscheidenden Glieder im Korrela-
tionstensor nach wie vor nur aus A, w und dem é-
Tensor zusammensetzen. Eine qualitative Anderung
unserer Ergebnisse ist demnach nicht zu erwarten.

4 E. N. Parker, Astrophys. J. 122, 293 [1955] ; Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. 43, 8 [1957].



